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[> restart:

-l Lagrangegleichungen mit einer einer genarisierten
Koordinate q(t)

Die auf dem Prinzip der kleinsten Wirkung grinden&eiller-Lagrangegleichungen
vereinfachen die Modellbildung innerhalb der théisohen Physik sehr. Beschreibt man das
System durch voneinander unabhéngige generaliexedinaten (in diesem Fall eine
generalisierte Koordinate q), so ergeben sich éwdgjungsgleichungen des betrachteten
Systems durch die Lagrangegleichungen. Man muf3 tabglich die Lagrangefunktion des
Systems kennen; diese ergibt sich durch die kictetisninus die potentielle Energie (T-V).

= Analytische LOsung

Hier behandeln wir die Lagrangetheorie des harnobeis Oszillators. Die durch die
Lagrangegleichungen gebildete Differenzialgleich(Bgwegungsgleichung) laft sich
analytisch l6sen. gt steht hier zunaechst verelmfluer die Zeitabhaengigkeit der

Beschleunigung g
> T:=1/2*nmrqt "2,

V. =1/ 2*k*q"2;
L:=T-V,
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> LagrangeQ.: =di ff (subs({q=q(t),qt=diff(q(t),t)},diff(L,qt))
,t)-subs({qg=q(t),qt=diff(q(t),t)},diff(L,q));

2

LagrangeGL :=m [; q(t)j +kq(t)
t

> dsol ve({LagrangeG.}, q(t));

{q(t)=_c1 sir@%j +_C2 co{%}}

- > AQ: =2:
Agt : =0:




Loes: =dsol ve({Lagranged., q(0)=Aq, D(q) (0)=Aqt}, q(t));
e
oes:=q(t)=2cog —F—
f J/m
F >
pl ot (subs({ k=1, m=2},rhs(Loes)),t=0..20);
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=] Numerische Lésung des Pendels
Hier behandeln wir die Lagrangetheorie des Penbaétsgeneralisierte Koordinate g ist der
Winkel der Auslemkung des Pendels. Die enstehemseeBungsgleichung lafit sich (ohne
weitere Approximationen) nur numerisch Iésen.
> g:=9. 80665:
m =1:




| - =1:

T: =1/ 2*n¥ | ~2*qt 1 2;
V:=n*g*l *(1-cos(q));
L: =T-V;

_at
T2
V :=9.80665- 9.806660s ( )

2
::% - 9.80665+ 9.806650sd )

> LagrangeQ.: =di ff (subs({q=q(t),qt=diff(q(t),t)},diff(L,qt))
,t)-subs({q=q(t),qt=diff(q(t),t)},diff(L q));
d2
LagrangeGL = [E q(t)) +9.80665sin q(t) )
> Ag: =Pi / 2:
Aqt : =0:

Loes: =dsol ve({Lagranged., q(0) =Aq, D(q) (0)=Aqt}, q(t), type=nu
meri c, out put =l i st procedure);

Loes:=[t: (proc(t) ... end proc), q(t) = (proc(t) ... end proc),

iq(t) =(proc(t) ... end proc)}

"> with(plots):
| with(plottools):
- > odepl ot (Loes,[t,q(t)],0..10, nunpoi nt s=1000) ;
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"> phi:=eval (q(t), Loes);

@:=proc(t) ... end proc
[ > x:=t->|*sin(phi(t));
y:=t->-1*cos(phi(t));

x:=t > Isin(@(t))
y:=t - -lcoqo())

tend: =10:

frames: =100:

for i fromO by 1 to franes do
Seil[i]:=curve([[O0,0],[x(i*tend/franmes),y(i*tend/franes)]]
, thi ckness=2, col or =bl ack):
Masse[i]:=display(disk([x(i*tend/franes),y(i*tend/franes)]
,0.1,color=red)):

Ani[i]:=display({Masse[i],Seil[i]});



- od:
> display([seq(Ani[i],i=0..frames)],insequence=true, scaling=
constrai ned);

. 05 ] 05
0

021
0.4
06

08

[ >
B Numerische L6sung des Pendels mit Reibung
> g:=9. 80665:

m =1:

| - =1:

bet a: =0. 1;

T: =1/ 2*nr | A2*qt 1 2;
V:=n*g*l *(1-cos(q));
L: =T-V,;

DR: =1/ 2*bet a*qt " 2;




B:=0.1
2
V :=9.80665- 9.806680sd )

_a

L: 2 - 9.80665+ 9.806650sd )

| DR := 0.0500000000@t*

. Die folgende lagrange DGL gibt Schwingungs inklesiler Reibungsenergie wieder
[ > LagrangeG.: =di ff (subs({qg=q(t),qt=diff(q(t),t)},diff(L,qt))
,t)-subs({qg=q(t),qt=di ff(q(t),t)},diff(L,q))+subs({qg=q(t),
gt=diff(q(t),t)},diff(DR qt))=0;

d” d
LagrangeGL = (; q(t)j +9.80665sin (t) H 0.1000OOOOO€& q(t)j =0
L t

> AQ: =Pi/ 4:
Agt : =0:

Loes: =dsol ve({Lagranged., q(0)=Aq, D(q) (0)=Aqt}, q(t), type=nu
nmeri c, out put =l i st procedure);

Loes:=[t: (proc(t) ... end proc), q(t) = (proc(t) ... end proc),

iq(t) =(proc(t) ... end proc)}

S with(plots):
| with(plottools):
- > odeplot(Loes,[t,qg(t)],0..50, nunpoi nt s=1000) ;
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"> phi:=eval (q(t), Loes);

| @:=proc(t) ... end proc
> x:=t->l*sin(phi(t));
y:=t->-1*cos(phi(t));

x:=t - I'sin(g(t))
y:=t - -lcogo()

t end: =50:

frames: =500:

for i fromO by 1 to franes do
Seil[i]:=curve([[O0,0],[x(i*tend/franmes),y(i*tend/franes)]]
, thi ckness=2, col or =bl ue):
Masse[i]:=display(disk([x(i*tend/franes),y(i*tend/franes)]
,0.1,color=red)):

Ani[i]:=display({Masse[i],Seil[i]});



od:

constrai ned);
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> di spl ay([seq(Ani[i],i=0..franes)],insequence=true, scaling=
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